TEMA 1: LIMITES DE FUNCIONES

1.- LIMITE DE UNA FUNCION CUANDO X TIENDE A INFINITO: limy_,, f(x)

a) th—)oo f(X) =b

Al aumentar x la funcidn se aproxima a un
-------------------------------------------- cierto valor b:

}imf(x)=b ©Ve€eER Axyg ER/Vx
>xo=2|f(x) —b|<e

b) limy_, f(x) = +0

Al aumentar x la funcién se hace cada vez mas
grande que un valor M, todo lo grande que
gueramos:

}imf(x)=+oo ©SVMER Ixy ER /Vx
>xo=>f(x)>M

c)limy_o f(x) = —0

| Al aumentar x la funcidn se hace cada vez mas
pequefio que un valor N, tan negativo como

queramos :

)}imf(x)=—oo SVNER Xy €ER/Vx
>xo=>f(x) <N




d) limy_ f(x) no existe

La funcion tiene un comportamiento de
tendencia variable

\\//\\//\\//\

2
Ejemplo: Dada la funcion f(x) = % Comprobar a partir de qué valores Xo se cumple

que |f(x) — 2| < g, siendo:

a) =01
b) £=0,0001
c) £=0,01
d) £=0,001

. 2x%+1 . .
Sabemos que limy_,q, — = 2. Tenemos que ver a partir de qué punto (Xo) nos acercamos

mas a dos que lo que nos marca el valor dado de ¢ en cada caso.

Hacemos una tabla de valores:

X 0 |1 |2 s 7 75 |8 22 23 70 71
Y |- |- |9/ [51/23 [99/4 129/6
0, [3/ |2 7 2
5 |1
2,2173 | 2,106 | 2,09 | 2,08 2,010 | 2,009 2,0010 | 2,00099
9 2 3 5 2 2
fx) |- | -5 |25 021 0,106 | 0,09 | 0,08 0,010 | 0,009 0,0010 | 0,00099
2 |2 2 3 5 2 2
5

Para e=0,1 podemos tomar un valor de Xo=7,5, pues siempre que tomemos x>7,5, se
cumplird que |f (x) — 2| < 0,1.

De la misma manera, podemos buscar dando valores a x unos valores de f(x) tan cercanos
a 2 (el limite de la funcion cuando x tiende a + co) como queramos.

Cuanto menor sea el valor de & nos tenemos que acercar mds al limite (hay que dar valores
de x mayores), de manera que la diferencia con el [imite sea menor.
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20 Bachillerato Matematicas (Modalidad
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Descripcion

El Proyecto Tesela para 20'de Bachillerats de Matematicas
para la modalidad de ciencias v tecnologia se articula en
torno a Libros del alumno, CO-ROM ¥ carpeta de recursos
con C0 parz el profesor, Adaptado a las recientes
maodificacienes curriculares 2l proyecte combina modernos
criterios didacticos y una atractiva presentacion visual,

Principales carateristicas
® Desarrollar habilidades, actitudes v técnicas matematicas que les serviran
como herramientas basicas tanto para posteriores estudios como pars la
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2.- OPERACIONES CON LIMITES FINITOS
Silimy_,o f(x) =m y limy_, g(x) = n, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

a) lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) +lim g(x) =m+n El limite de una
X—00 X—00 X—00

suma de funciones es igual a la suma de los respectivos limites de cada una de
ellas.

Podemos descomponer una suma en sus sumandos para calcular de manera mas facil
el limite de la suma.

b) lim__ [f()—g(ol =lim _ fG)—lim  g() =m—n

X—00

ESCRIBE TU LA REGLA DEL LIMITE DE UNA DIFERENCIA: El limite de una
diferencia de funciones es igual a la diferencia de los respectivos limites de cada
una de ellas.

o lm_ [fG)-gol=lm __fG)-lm_ g() =m-n

X—00

ESCRIBE TU LA REGLA DEL LIMITE DE UN PRODUCTO: El limite de un producto de
funciones es igual al producto de los respectivos limites de cada una de ellas.



lim fx)
] . fO)] _ xmee” T _m
d Sin=+# O'hmx_m g(x)] ~ lim oog(x) T n

ESCRIBE TU LA REGLA DEL LIMITE DE UN COCIENTE: El limite de un cociente de
funciones es igual al cociente de los respectivos limites de cada una de ellas,
cuando el denominador no sea cero.

e) Sif(@)>0lim_ (Fx)9D) = [limy e ()] "Mr==90) = "

ESCRIBE TU LA REGLA DEL LIMITE DE UNA POTENCIA: El limite de una potencia
de funciones es igual a la potencia de los respectivos limites de cada una de ellas,
cuando la base sea positiva (en otro caso no estd definida la potencia).

f)  Sipesimpar o sipespar,siendo f(x) = 0,lim V) = p’lim f(x)=
X—00 X—00
Nm

ESCRIBE TU LA REGLA DEL LIMITE DE UNA RAIZ: El limite de Ia raiz p-ésima de
una funcion es igual a la raiz p-ésima del limite de la funcion. Se ha de cumplir
como condicion que la raiz sea de iindice impar o bien que la funcion no sea
negativa (si el indice fuera par)

g) Sip >0 siendo f(x) >0, limx OO[logp f(x)] = log, [limx Oof(x)] = log,[m]

ESCRIBE TU LA REGLA DEL LIMITE DE UN LOGARITMO:
Ellimite del logaritmo de una funcion es igual al logaritmo del limite de la funcion,
siendo la base positiva y la funcion también (condicion de existencia del

logaritmo).
Ejercicios propuestos:
9-Sif(x) —»5 g(x)—»-2 y h(x)—» 4, cuando x —» + co, calcula el limite
cuando
xX—» +oode:
a) fx)+8(x) e) [(x)f®
b) gx)-h(x) D [
o hx)/f(x) &) Jh(x)
d) f(x)g(x)h(x) B Yg(x)
i)  Escribe tres limites no posibles o0 no conocidos con estas funciones.
Soluciones:
a) 3 b)-6 ¢)4/5 d)-40 e)1/25 )A g) V4 h)Z
) limy e #’ZM; lim,, h(x) (@E€R) : lim,,_o f(x)



3.- ALGUNOS LIMITES INFINITOS

Hay varias familias de funciones que se hacen infinitas cuando x — oo:

POTENCIAS: Si m>0 limy_,op:-x™ = o (Vp ER)
EXPONENCIALES: Sia>1 limy,,op-a* = +oo (Vp€ER)
LOGARITMICAS: Sia>1 lim, ., p-log,x = 0 (VpER)
Ejemplos:

a) limy,,00(2x3 —4x+7) = 4

b) lim, ;e (—5x% +8x —4) = —0

o) limy,ie (Va2 +8) = +oo

d) 1iqu+m(‘</m) = No pertenece a R

EJERCICIOS:
Halla los siguientes limites:
a) limy_,0(x?2—6x—17) = +
b) lim,, e(—5:2¥+8x—4)= —o0
c) limx_w,m(\/5 4x* — 2x3) = 4o
d) lim,_ o log o(x? — 2x) = 400

e) limy, o log,(2x2 — 23/x10) =gf R
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4.- OPERACIONES CON INFINITOS. RESUMEN:
Sumas:

a) +oo+oo=+00

b) +cotk=+c0 (Vk ER)
a) K-oo=—o0

b) -oo-oc0=-00

Q) (o) =40
Productos INCORPORAR RESUMEN DE FOTOCOPIA O DE CLASE
Cocientes INCORPORAR RESUMEN DE FOTOCOPIA O DE CLASE

Potencias INCORPORAR RESUMEN DE FOTOCOPIA O DE CLASE

5.- INDETERMINACIONES

Hay 7 expresiones diferentes que, a priori, no sabemos cudl puede ser el resultado

o 0
final: =; 00— 00; 0-e0; =; 0% % 1

Repasaremos, con ejemplos, los métodos para resolver cada una de las que se exigen en este
nivel.

Acudiremos, siempre que sea posible, a la comparacién de grados para simplificar el calculo.

2. Calcula el limite, cuando x — +«, de las siguientes expresiones:

3 3 3
a)3x°+5 _ Ax7-ox b) > X
x+2 x-2 2x2+1 2

2
o 3x+5_x -2

d)VxZ+x —VaxZ+1
2 X

e)2x—Vx2+ux Vo +1 —Var +2

Hemos resuelto los apartados a) Sol= - oo y f) Sol=0

Se han propuesto para resolver en clase el lunes los siguientes: 2 b y 2e, asi como los 3 ay 3e.
Resolveremos, ademas, el 3f.



3. Halla los siguientes limites cuando x — +co:

1\ 1) 1)’
a)(1+5_x) b)(5+§) c) (1+5—x)
5 X 5 S5x 1 5x
i+ ofs+3) D(1-)
4. Calcula los limites siguientes:
x3—2x%+2x+5 xd—5x+1
a) lim b) lim
)x—>—1 x%—6x—-7 )x—>4x3+2x2—3x
5. Calcula los limites siguientes:
[v2 + 223 Va3 —
a) lm Vatr2x-3 b) lim o

x—>-3 Vx3+ 32 x—=1Vx?+ x—2

2 3
6. Calcula: Iim XT-Sa+2 xTHaxtl
x—0\ x%+2x x3+ x

7. Sabiendo que, cuando x — +oo, f(X) — +o, g(x) = 4, h(x) = —=, u(x) — 0,
asigna, siempre que puedas, limite cuando x — +-= alas expresiones siguientes:

a) f(x) - b(x) b) f(x) /) ) f(x) + b(x)
d) f(x)* e) f(x) - b(x) ) u(x)*
g) f(x)/b(x) h) [-h (217 i) g ()P
P u(x)/b(x) K) f(x)/u(x) D) b (x)/u(x)
m) g(x)/u(x) n) x + f(x) i) f(a) P
0) x + b(x) p) b(x)P) qQ x—~
8. Las funciones f, g, b y u son las del ejercicio propuesto 7 anterior

Di cuiles de las siguientes funciones son indeterminaciones. En cada caso, s1
es indeterminacion, di de qué tipo, y, si no lo es, di cuil es el limite:

a) f(x) + b(x) b) f(x)/b(x) ) f(ax)y b d) f(x)P®
e) f(x)*® £) u(x)?@ 2) [g(x)/4]1/® h) g (x)/®



LUNES 28-09-2009

Se han resuelto los siguientes: 2 by 2e, asi como los 3 ay 3e.

i x\_ . 23 —x(@2x2+1) 0 2x3-2xF—x _
b) lim |[—— === Ilim = [lim —— = =
x— 4o\ 2x2+1 2 x4 2Q2x%+ 1) X—4oo 4%+ 2
= lim —=X =90

X —> o0 4X% + 2

e Ilim (Zx—m)= iim (2x = Na? + x ) (2x + Vo2 + x) =

X — 4oo X —3 too 2x + Vx2 + x
2 a2 2 _
lim AXToxt X lim 3X7 X - teo

X 4o Q¢+ VX2 + 6 X tee 2+ N? +

También se han resuelto los del ejercicio 3: 3 A, 3b, 3e y 3f

a)

b)

C)

d)

e)

1 X
lim [1 + _—] = [lim
X — +oeo X

1V
lim [5 + _—] =5
X — oo P

X — +eo

X — oo

5 -
lim [1 + 5%] =1"=1
=X /915 N
lim [1 + 1] = lim (] + %] ] =¢e
x X = oo /5 )
=\ 5x
lim [5 + l] =57 = +4oo

X — too



Hemos resuelto el 4 Ay se ha propuesto el 4b.

x3-2x2+2x+5 (x+ Dx?=3x+5) _

a) Iim = lim : — :
x— -1 X —6x—7 x— -1 (x + D(x—7)
3 . - -
) X“=3x+5 ¢ -
= Jim = — = ) - 2
x——1 x-=7 -3 8
3 o - _
N X7 —=5x +1 45 15
b) lim : =2 -2

x—4 X2+ 2x2 - 3x 84 28

Hemos resuelto el 5 A (que hay que acabarlo en casa) y hay que resolver el 5b.

v Na?+2x -3 Y =D+ 3)3 M -D3x+3)
a) lim —————== lim — —— = [im 4 =0
x=-3 \xd + 32 x—-3 x* (x + 3)° xX—=3 x

También hemos propuesto para entregar por escrito el proximo viernes, dia 2 de octubre, los

ejercicios 7y 8.



MARTES 29 DE SEPTIEMBRE (09-09-29)
PRIMERO RESOLVEMOS LOS EJERCICIOS PENDIENTES DE AYER:

4B. NO ES INDETERMINACION

x°-5%+1 _ 45 _ 1

|

b)Y i
x—d4 X+ 2x2-3x 84 28

5B.

Vad — x flx(e—-Dx+ D 4 xCe+ 1)
b) lim ————— = [im = i

2 2 m 2
r—1 Vx2+x-2 x—1 (.x+2) (.x—l) x—1 (x+2) (-x_l)

lim f(x) no existe

_)//x—>1‘
™~~~ lim f(x) = 4o

x—=1"

x2—5x+2_x3+2x+ 1)

6. Calcula: Irm (
x2+2x x3+ x

x—0

xz—Sx+2_x3+2x+l _
x(x +2) x(x? + 1)

x2—5x+2_x3+2x+1)=

Iim (
x% + 2x xd + x

x—0

lim (

x—0

i @D -5+ 2) -+ OO+ 20+ D

x>0 x(x+ 2(x2+1)
- iim x4 =503 + 2x% + 2 =S+ 2 —xt - 207 —x — 203 — 4o — 2 _
x— 0 x(x+ 2)(x2+ 1)

- —7x% + x% - 10x _ Iim x(=7x%+x-10) _
xo0x(x+2D2+1)  xo0x(x+ DX+ 1D

L Ix2+x-10 _ -10 _
= [lim = =-5
x—0 (x+ 2)(x2+ 1) 21

Tomamos nuestro texto y resolvemos los ejercicios que hay en la pagina 173 (n%s 10, 12, 13, 14
y 16)



BT 2 _ 2 T (3x2+1)] _ . (3x2+1)] _
10.- limy o [IN(3x% + 1) — In(x* + 7)] = lim,_ [ln—(x2+7) = Inlim,_ o [(x2+7)] = [n3
R
12.-lim, 4 x§+2 :E = (por comparacién de infinitos e* > x?) = o
. [ Inx ] o .. P 2
13.-limy 4 vl (por comparacion de infinitos Inx < x*) =0
. [2%+x] o , ;g x x
14.-limy o |~ |7 = (por comparacion de infinitos 2* < e*) =0

“u_n

15.- Averiguar qué valor debe tener el parametro “a
limy o [3x —VOx2 —2ax + 1] = 1

a”para que se cumpla la siguiente igualdad:

Intentamos resolver el limite y, al final, lo hacemos igual a 1, para que podamos obtener una

u II

ecuacion en funcién del parametro “a

lim [Sx—\/9x2—2ax+1j=oo—oo

X—00

[3x —V9x% — 2ax + 1][3x + V9x2 — 2ax + 1]

= lim
x>0 [3x + V9x2 — 2ax + 1]
[9x% — (9x2 — 2ax + 1)] _ 2ax — 1 o3

lim = lim
x> [3x+v9xZ —2ax + 1] ®3x+V9x2—2ax+1 *®

= (dividiendo todos los términos entre x, maximo grado de la variable)

1
. 2a—— . ;. , 2a
lim ———==%——== (haciendo el paso al limite, quedaria) =——= = —
X—00 9x2 2ax 1 3+
SN A
Si igualamos la fraccidon resultante a la unidad, como plateaba el problema, tendremos
inmediatamente que el parametro a=3

EJERCICIOS PARA EL JUEVES:

PAG 175 DEL LIBRO NUESTRO, N2 14 B, C, H, I, K

14.- Resuelve cada uno de los limites siguientes por el método que te resulte mas razonable:

b) lim VxZ-2x—(x=2) _ o0- [\/x2 -2x  (x- 2)] lim [\/xz—Zx] — lim (x—Z)] _
X—00 x—2 x—»oo X—00 xX—2 x—-oo L x—2

x%2 2x 2
772 «/ -3
. X . X

lim — 1= lim —-1=1-1=0

X—00 E _ Z X—00 1— Z

| *x x| I

0 Jim G2 <)Y = v



3_ _ 2
h) lim £=0 = S=lim S D lim(x2 +x+1) =3
x—

x—-1 xX— O_x—>1 x—1

e VxZ4x—V2Z 02 42
i) lim = =—

x—0 X2+4x-2 -2 2

_ In (42-1 _
k) In@x-y 00D ey _0_ ;y [ In (4= D) = lim inf4x -
x_)l/z 2x—1 25—1 1-1 0 x_)l/z 2x-1 x_,l/z
1]2x1—1 =
_1 _1
In lim [4x — 1]2x-1 = In(1)® = In lim [1+4x — 1 — 1]2x-1
x"l/z x"l/z
1 4x-2 1
1 ax-2 1 2x—1
=Inlim |1+ =
x-1/, 1
4x — 2
. xX— . (2x-1)
xl_l,rf}; 1 2'2x1—1 x_,1/2222x—11

Ine = Ine = In(e?)=2Ine=2
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LIMITES DE FUNCIONES EN UN PUNTO. ASINTOTAS VERTICALES Y

HORIZONTALES

Limite de una funcién en un punto

Un namero real, L, es el limite de una funcian f, en el punto a si al tomar valores de x suficientemente
proximos a a, sus imagenes, fix), estan tan proximas a L como se desee. Se designa por lim,_, f(x) =L

ve>0,35>0/0<|x-a|<d=|(fx)-L|<e

YA

9] a X @]

Mo importa lo pequefio que sea el entorno
de a porque las imagenes del entorno
siempre formaran un entorno de L.

Para entornos pequefios de a, las imagenes
del entomo no forman un entormo a ningun
punto. Por lo tanto no existe el limite de a.

LIMITES LATERALES
Limite lateral por la izquierda: cuando se cumple la definicién de limite pero solo para puntos tales que x < a.
Limite lateral por la derecha: cuando se cumple la definicion de limite pero solo para puntos tales que x = a.



Limite infinite on un punto. Asintotas verticaloes

Se dioa que Ftende a »— cuando Se dee qui ftiends 3 -« cuando x T Mos s dafinen 1oa fimites
el i 6 o s bl 5 tendlo 3 8 por la lzquierda i fado un ki
Mg un PRend feal positho X 140 e real negativo K cuyn vakr .
grand COMO QUaramos, abaokio 85 1N Grande Oomd quiramos, S choa que ftiende 8+ cuando
Jbixafp-Ad=Nr)>K 0 e fa=s 2= Fr) <K u:lﬁ:_-__i#i_.#nr-ﬂiﬁa
findo un romens real positive £ 1an




Limite de una funcion en el infinito. £

Se dice gue el limite de una funcion f cuando x tiende Se dice gue el limite de una funcion f cuando x tiende
atmeslsi: yg>03Her/six>H=|f(Y-L|<e a-weslsii vYe>03Her/six<H=|fiy-L|<c
Yi Yi

(]
i
- — —

N

Y

i

i
-
a
T4 --===Li

T4 ---
]
e

Cuando el limite de fcuando x tiende a +=c 0 —sc €5 un numero real finito L, la recta y = L es una asintota horizontal.
Puede haber mas de una asintota horizontal en una funcion. Agui puedes ver algunos ejemplos de asintotas horizontales:




VIERNES 02-10-2009
ASINTOTAS OBLICUAS

Se dice que una funcidn y=f(x) tiende a la asintota oblicua y=mx+n cuando x tiende a +o° si
VeeRTAHER/Vx>H = |f(x) —(mx+n)|<e

|
|
'~
L
|
|

Linea verde: y=mx + n, asintota oblicua cuando x tiende a +o°.

TAREA PARA MANANA:

- Entregar los ejercicios escritos del martes.
- Estudiar teoria.
- Expresary dibujar la asintota oblicua cuando x tiende a - oo,



Se dice que una funcidn y=f(x) tiende a la asintota oblicua y=mx+n cuando x tiende a - oo si

VeeR*dHER /] Vx<H = lf(x) —(mx+n)| <e

Linea verde: y=mx + n, asintota oblicua cuando x tiende a - oo.
Para calcular las asintotas oblicuas resolveremos los siguientes limites:

Si limy_q f(x) = lim (mx + n) (pues coinciden en el infinito), podemos dividir en ambos
X—>00

. . ., .. . (x) i mx+n
miembros por X, introduciéndolos en el limite, y tendremos: llmx_mofT = (

). Si

separamos la fraccion del 22 miembro en sus 2 términos, tendremos entonces que:

x—>oo

limx_mo% lim (n:cx+ ). Como la fraccién n/x tiende a 0 cuando x tiende a infinito,
X—00
f _ fx)
quedard que: lim, _,, — = lim (—) y, simplificando quedard que m = lim ——= Pl Una vez
X— 00 X—00

calculado m mediante este limite, el valor de n (ordenada en el origen) lo obtenemos sin mas
que despejarlo de la expresion lim,_,., f(x) = lim (mx + n). Aplicando las propiedades de
X—00

los limites y teniendo en cuenta que n es un niumero real:
lim f(x) = lim (mx) + limn = lim(mx) +n
X—>00 X—>00 X—>00 X—>00

Asi:
n=lim £(x) ~ lim (mx) = lim (f () —m2)

El célculo de las asintotas oblicuas habra que hacerlo, seglin qué casos, tanto para +e° como
para - oo,



Resumiendo: Asintotas oblicuas: y= mx +n donde: m =lim,_,(f(x)/x)y
n = lim,_ . (f(x) — mx)

Diremos que existen tales asintotas si tanto m como n resultan ser valores reales (siendo m no
nulo).

Es importante tener en cuenta, tanto en las asintotas horizontales como en las oblicuas, saber
cémo se aproxima la curva a cada asintota, si por encima o por debajo de la recta.

Para ello, estudiaremos el signo del limite de la diferencia entre la curva y la ecuacién de la
asintota.

Ejemplos:
Estudiar las asintotas de las siguientes funciones:

4+x-x2
1) flx) =2
a) Asintotas verticales. En ellas f(x)=teo. Por tanto, en este caso de cociente de
polinomios, el denominador se debe hacer cero (polos de la funcién)

Debemos igualar el denominador a 0 para calcular los polos. Asi, en x=0 la funcién se
hard oo. Estudiamos los limites laterales en ese valor de x para ver por qué lado de la
asintota se aproxima la curva en cada caso:

4+x—x*> 4+07—(07)°

lim f(x) = lim e

x—0" x—-0"

44+x—x% 4+0t—(0")?

lim f(x) = lim

x—-07t x—-07t

= 400

Por tanto, en la grafica de nuestra funcién, hasta ahora, sabemos que junto a la
asintota vertical, de ecuacién x=0 (coincide con el eje de ordenadas), la curva hara lo
gue podemos ver en la figura:

>

.%._._._,
o




b) Asintotas horizontales: Estudiamos el comportamiento de la funcién cuando x tiende a too:

. . 4+x—x% — e
y=limy, 1o f(x) =limy_ 40 HTx=+oo (los infinitos del numerador y

denominador son de distinto signo).
No hay, por tanto, asintotas horizontales.

c) Asintotas oblicuas: Son de la forma y= mx +n donde: m = lim,_,.,(f (x)/x) y
n = lim,_,, (f(x) — mx)

Calculamos primero la pendiente “m”:

44x-x2

.2
m = lim,_e = —1 mesun n?real. Por tanto, en principio, hay

asintota oblicua.

Al ser los términos de mayor grado (x2) de grado par, el signo del resultado no cambia
cuando hagamos el limite con - e, por tanto habra una Unica pendiente para la
asintota oblicua.

Hallamos ahora el valor de n: n = lim,_,,(f (x) — mx)

) o J4+x—x? o [4+x—x?
lim(f(x) — mx) = lim [—— = (—Dx| = lim [——+«x
X—>00 X—>00 X—>00 x
o [4+x—x? +x? o4+ x 4
= lim =1m[ ]=llm —+1]=1
X—00 X X—00 X X—0 | X

El valor de n tampoco depende, en este caso, del signo de infinito. El Unico término
afectado es 4/x, que tiende a 0 cuando x se aleja hacia el infinito.

La asintota oblicua tiene de ecuacién y= -x+1

Por tanto, podriamos trazar ya la asintota oblicua para estudiar el comportamiento de la
curva cuando los valores reales de la variable independiente se hacen cada vez mas
lejanos. Antes, para ver si la curva estd por encima o por debajo de la asintota oblicua
cuando nos vamos hacia el infinito, estudiamos el signo de la diferencia entre la curva y la
asintota, en el limite:

Hacemos por tanto:

lim

xX—>too

<4+x—x2 <4+x—x2+x2—x>

X

—(—x+ 1))

Jim (FG) — (mx +m) = lim

4
cuando x » +o00: — = 0"
+o0

s (2) =

4 _
cuando x — —oo: —= 0



Por tanto, cuando x tienda a 4o la curva estara por encima de la asintota y al contrario cuando
tiende a —oo. Asi, tendremos finalmente el siguiente aspecto de nuestra curva, con sus
asintotas, lo cual nos ayudara mucho en su representacion grafica final:
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Ejercicios:

Calcula las asintotas de las siguientes funciones y la posicidn de las curvas respecto a ellas:

a) f() =5
b) g(x) = 5
c) h(x)=3%72

d) je) ==



LUNES 05-10-2009
RESOLVAMOS PRIMERO LOS EJERCICIOS PLANTEADOS EL VIERNES
Ejercicios:

Calcula las asintotas de las siguientes funciones y la posicion de las curvas respecto a ellas:

e) f(x)= ﬁ
g =52
g) h(x)=3*"7?
h) o)==

1) fx)= ﬁ

a. Asintotas verticales. En ellas f(x)=teo. Por tanto, en este caso de cociente de
polinomios, el denominador se debe hacer cero (polos de la funcién)

Debemos igualar el denominador a 0 para calcular los polos. Resolvemos la ecuacion:

x? —x + 6 = 0. Encontramos que la raiz es negativa y, por tanto, no hay soluciones

reales de esta ecuacién. Asi, no hay asintotas verticales.

b. Asintotas horizontales: Estudiamos el comportamiento de la funcién cuando x
tiende a too:

- - _1
y = limy sy o0 f(2) =limy o0 X2—xt6

El eje horizontal (y=0) es la asintota horizontal de esta curva (Unica).

Veamos la posicion de la curva respecto a la asintota cuando x tiende a +oo:

Calculamos: lim,_,_ o (f(x) — 0) = lim,_,_, (; - 0) =1lim,,_q ( ! ) =0t

x2—-x+6 x2—-x+6

Al ser todos los términos de la fraccion positivos .

Al aproximarnos a +00, hay un término negativo (-x), pero es menor que el positivo,
(x%), por tanto, el limite tendra el mismo signo.

c. Asintotas oblicuas: No hay, al haber asintota horizontal.



Por tanto, la representacidn que tendriamos de las asintotas, seria:

x3+x
x2—4

2)gx) =

A) Asintotas verticales. Igualamos a cero el denominador para calcular los polos:
Resolvemos la ecuacién: x*-4=0. Tenemos dos soluciones x=-2 y x=2. Estudiamos
los limites laterales en ambos casos:

Parax=-2

x}+x (=27 +(=27) -10"

A ) = I T T 2y =4 or 7
Y
_ ox3+x (=293 4 (-2 -—107
B R
Parax=+2
_ Cox3+x (27)34+(@20) 10”
Jp fe) =l T =" T
Y
x3+x @23+ @YH 10t
— — — +oo

) =l = e o



Por tanto, en la grafica de nuestra funcién, hasta ahora, sabemos que junto a las
asintotas verticales, de ecuacion x=-2 y x=+2 , la curva hard lo que podemos ver en la

|

A
|
|
|
|
|
i
i
|
|
|
|
|
:
|

v

figura:

X=0

\

B) Asintotas horizontales: Estudiamos el comportamiento de la funcién cuando x tiende
a too:

x3+x

y =limy o f(x) =limy 40 g T

No hay, por tanto, asintotas horizontales.

C) Asintotas oblicuas: Son de la forma y=mx +n donde: m = lim,_,.,(f(x)/x)y

n = limy, o (f (x) —mx)

Calculamos primero la pendiente “m”:

x3+x
T P4 s X34x o S
m = lim,_,, £=* = lim = 41 m es un n2 real. Por tanto, en principio, hay
X x—oo X>—4X

asintota oblicua.

Al ser los términos de mayor grado (x3) del mismo grado, el signo del resultado no
cambia cuando hagamos el limite con - oo, por tanto habra una Unica pendiente para la
asintota oblicua.

Hallamos ahora el valor de n: n = lim,_,,(f (x) — mx)

= lim

X—00

x3 +x
—x

x3+x—x3+4x o [x+4x
x? — -

7_ 2 = lim

Jim (f(x) = mx) = ;:n;[ im =2

— l' X p—
bt [xz —4] B

La asintota oblicua tiene de ecuacién y= +x



Por tanto, podriamos trazar ya la asintota oblicua para estudiar el comportamiento de la
curva cuando los valores reales de la variable independiente se hacen cada vez mas
lejanos. Antes, para ver si la curva estd por encima o por debajo de la asintota oblicua
cuando nos vamos hacia el infinito, estudiamos el signo de la diferencia entre la curva y la
asintota, en el limite:

Hacemos por tanto:

i ) = i x3+x . x4+ x—x>+4x\
Jim (FG) = omx4 ) = i (5= =% ) = Jim (=7 ) =
cuando x — +oo: = =+
+o0

lim (5_") —
xoko \y2_y

—oo
cuando x » —oo: — =0
+ oo

Por tanto, cuando x tienda a +oo la curva estara por encima de la asintota y al contrario cuando
tiende a —oo. Asi, tendremos finalmente el siguiente aspecto de nuestra curva, con sus
asintotas, lo cual nos ayudara mucho en su representacion grafica final:




3)
A)

B)

Q)

h(x) = 3*72

Asintotas verticales. No tiene porque para que la funcidn exponencial se haga
infinito, el valor de x debe ser también infinito.

Asintotas horizontales:

En las funciones exponenciales, hay que estudiar cuidadosamente los limites en
400y en — oo,

y=lim,, e f(x) = lirJrrl 3%~2 = 3®° = o0 No hay en la parte positiva del eje X.
xX—+0o

Veamos cuando x tiende a —oo
y= lim f(x) = lim 3*2=3"°=0
X——00 X—>—00
Por lo tanto, el eje horizontal presenta una rama asintdtica cuando x tiende a —oo

Veamos la posicion de la asintota respecto a la curva. Hacemos el limite de la
diferencia entre la funcion y la asintota:

lim (F(x)—0) = lim 32 =3 = =~ _ o+
X——00 X——00 3 [o%0)

Asintotas oblicuas. Al haber asintota horizontal hacia menos infinito, en ese lado
no puede haber asintota oblicua. Sin embargo, en mas infinito si podria haberla.

Intentamos calcular la pendiente de esa asintota:

3x—2

m = lim,_,q — = %, porque la funcién exponencial es de grado muy superior a la

polindmica.

Como norma general, las funciones exponenciales, no presentan asintotas oblicuas,

sino solo una rama asintdtica horizontal.

Con la informaciéon que tenemos, podemos dibujar lo siguiente:




2 j@ ==

a) Asintotas verticales. Para que la funcidn exponencial se haga infinito, el valor de x
debe ser también infinito. Sin embargo, tenemos un denominador que es
polindmico, por lo tanto va a haber polos cuando se anule el denominador:

Resolvemos la ecuacidnx = 0, que va a ser la ecuacion de la asintota vertical.

Estudiamos los limites laterales:

. i 2@ 1
R R
Y
i i 2 ()" 1* N
= —_— = = —= (00]
xir(gl’ff(x) xirgl’f X 0ot ot

b) Asintotas horizontales:

Como en el caso anterior, estudiamos los limites en +o0 y en — oo.

. . 2% L :
y=lim, ;e f(x) = lim —=0. Como la funcién exponencial es mucho
X—+00

mayor que la polinédmica, no hay asintota en la parte positiva del eje X. Veamos
cuando x tiende a —oo

X — 0o 0

y= A = T e T e =0

Por lo tanto, el eje horizontal presenta una rama asintdtica cuando x tiende a —co

Veamos la posicion de la asintota respecto a la curva. Hacemos el limite de la
diferencia entre la funciéon y la asintota:

l 0=1m 229 o
Jm (f() —0) = lim —=——=——=

Por tanto, en este caso, la curva estara por debajo de la rama asintdtica cuando se

aproxime a menos infinito.

c) Asintotas oblicuas. Al haber asintota horizontal hacia menos infinito, en ese lado
no puede haber asintota oblicua. Sin embargo, en mas infinito si podria haberla.

Intentamos calcular la pendiente de esa asintota:

X

. 2 L . .
m = lim,_,q —z = %, porque la funcién exponencial es de grado muy superior a la

polindmica.



Como norma general, las funciones exponenciales, no presentan asintotas oblicuas,
sino solo una rama asintoética horizontal.

Con esta informaciodn, la representacion de las asintotas de esta curva y su posicidn respecto a
ellas seria:

Realiza las siguientes actividades:
2x .
1.-Sea f(x) = — - Se pide:
a) Calcula las asintotas de dicha funcion.

b) Calcula limx_>+x[x2(f(x +1) — f(x))]

2.- Considera la funcion:

1
fe ={x—1 "¥<?
x> -3 six>2

Determinar las asintotas de la misma

x
x2+1°

3.-Sea f(x) =

Se pide:

a) Calcula las asintotas de dicha funcion.
b) Estudia el acercamiento de la curva a las asintotas.

4.- Calcula el limite:

li Vx*+1-1
My 0 —75—



MARTES 06-10-2009

RESOLVAMOS LOS EJERCICIOS PLANTEADOS AYER, SELECCIONADOS DE
SELECTIVIDAD.

2x . X
1.-Sea f(x) = —-Se pide:
a) Calcula las asintotas de dicha funcién.
b) Calcula lim, oo [x%(f (x + 1) — f(x))]

a) La funcién fix) viene definida por una expresién
racional polinémica cuyo denominador se anula en
x=—1: no asi el numerador. Por lo tanto, tenemos
que Dom fix) = R —{—1}y, como la funcién es conti-

nua en su dominio de definicién, su grafica solo
podra tener una asintota vertical en x = —1.

Calculemos los limites laterales de fix) en dicho punto:

—2
lim fix)=Ilim =—=+4o
-1 =1 ¥+ 1 0
. =2
xﬂ[rli' ﬂX:l _xl—l}m' ¥+ N oF N

Asi pues, la grafica de f{x) tiene, en efecto, una asinto-
ta vertical en x = —1, punto en el cual la funcién pre-
senta una discontinuidad inevitable de salto doble-
mente infinito.

Por otro lado, como el grade del polinomio presente
en el numerador es el mismo que el grado del poli-
nomio que aparece en el denominador, tenemos que:
. . 2x
lim fix) = lim =2

K—btea g—soe X 41

por lo cual la grafica de fix) posee una asintota hori-
zontal en y = 2. Al tener una asintota horizontal, no
puede tener ninguna asintota oblicua.

PRUEBAS DE



b) Ellimite pedido es:
lim [x* fix + 1) — fix)] =

4o

:“m[f 2(x+1) Ex}:
X+ 1

oD N+
w42 2

=lim | x° — =

e X420 x+1

=lim

N—p e

2w+ 2w | e
x+2 x+1| 7

2.- Considera la funcion:

1 .
f(X)={xT1 Ssix <2

x>—=3 six>2

Determinar las asintotas de la misma

a) Mos encontramos ante una funcion flx) definida a
trozos. El primero de ellos es una funcién racional
polinémica cuyo denominador se anula en x=1,
mientras que el numerador es distinto de 0 en dicho
punto. Por lo tanto, en x=1 la funcién fix) no esta
definida y sus limites laterales son:

1 1

lim flx)=lim = =—=—om
x—1- ) 1= ¥x—1 0

lim fix)=Ilim = ! —1——+
x—1+ =1+ ¥—1 ﬂ+

Asi pues, la funcién fix) presentara una discontinui-
dad inevitable de salto doblemente infinito en x =1
y su grafica tendra una asintota vertical en este pun-
to. Ademas, como el grado del numerador es menor
que el grado del denominador, la grafica de la fun-
cién fix) tendra, asimismo, una asintota horizontal
por la izquierda de ecuacién y = 0, ya que:
lim fix)=lim ! = ! =—1—=D_

Koo === ¥ — —eoa— oo

El segundo trozo es una funcién polinémica que sera
continua en su respectivo dominio de definicién, va
que lo es en todo R,



x
x2+1°

3.-Sea f(x) = Se pide:

a) Calcula las asintotas de dicha funcion.

b) Estudia el acercamiento de la curva a las asintotas.

a) La funcion flx) es una funcion racional polinémica
cuyo denominador no se anula en ningun valor real
de la variable independiente x. Asi pues, el dominio
de esta funcidn es toda la recta real y su grifica no
puede tener asintotas verticales. Ademas, la funcion
fix) es continua y derivable en todo su dominio de
definicion. Como el grado del denominador es supe-
rior al grado del numerador, la grafica de la funcién
fix) posee una asintota horizontal de ecuacién y=10,
por lo cual no puede haber asintotas oblicuas. Los
limites en el infinito son:

F'd
lim f0 = lim ——= lim £
X—boa _xﬂ*-w){z—l-'l _xﬂtw f_l_ 1 -

P
_ o )
= lim = =0~
o= 1 140
Xz

Con El limite anterior, podemos concluir, dados los signos, que la funcidn se
aproximara a la asintota por encima de ella cuando x tienda a 400 y por debajo
en el otro extremo del eje horizontal, como podemos ver en la grafica
siguiente:




4.- Calcula el limite:

li Vxt+1-1
My 0 —75—

(V1 0

|IM(T = Indetermmacmna =

:.lm{('w*ﬂ—1j]('x-*f+1+1j]}:
HVEF1+1)

zm{gyf+ﬂ—f}=

LAV +1)

X+ A=A ‘z

=I|'m‘

= VA1 +1)
. AA . { 1 \ 1
= lim : — [ =lim =—
AV 1+ A1) 2

Para la proxima clase, jueves, debéis repasar vuestros apuntes del curso pasado sobre
continuidad de funciones:

Definicion de funcidn continua en un punto y en un intervalo.

- Tipos de discontinuidades.

CLASE DEL VIERNES 09-10-10

Ejercicios .-

4.- Estudiar la continuidad de la funcién

1
_, x<0
fo={, 1
3x —1, 0<x<?2
x? +1, x >3

Resuelve las actividades de la pagina 191 de nuestro libro de texto: 3 b, 3¢, 3d, 3ey 3f

4.-



1

, x<0

fao =4, ¢ -1
3x — 1, 0<x<?2
x%+1, x> 2

F(x) esta definida a trozos.

En x<0 f(x) es continua porque esta constituida por un cociente de funciones continuas en todo
R, salvo en x=0, donde se anula el denominador.

En 0<x<2, f(x) es continua porque la rama que aparece es una recta, continua en todo R.
Igual sucede para x>2, pues la ultima rama es una rama parabdlica.

Estudiemos donde cambiamos de definicién, pues es donde se podran producir
discontinuidades:

X=0
lim () = Jim ===
er(r)l—fx B xlgl—ex—l_O__ A lm(l)f(x)
e 1T A
Jig F) = Jig (32— 1) =1
X=2

Jim f(x) = limGBx-1)=5)
Jim £G) = Jim @2 + 1) =57 2 =0 =S @)

Por tanto f(x) es continua en todo R-{0}. En x=0 presenta una discontinuidad de salto infinito,
con una asintota vertical.

3.b



CLASE DEL VIERNES 09-10-10
Ejercicios .-

4.- Estudiar la continuidad de la funcién

- <0
, X
fao =4, ¢ -1
3x — 1, 0<x<?2
x%+1, x> 2

Resuelve las actividades de la pagina 191 de nuestro libro de texto: 3 b, 3¢, 3d, 3ey 3f

4.-
1 <0
, X
fa =4, ¢ -1
3x —1, 0<x<?2
x%+1, x> 2

F(x) esta definida a trozos.

En x<0 f(x) es continua porque esta constituida por un cociente de funciones continuas en todo
R, salvo en x=0, donde se anula el denominador.

En 0<x<2, f(x) es continua porque la rama que aparece es una recta, continua en todo R.
Igual sucede para x>2, pues la ultima rama es una rama parabdlica.

Estudiemos donde cambiamos de definicién, pues es donde se podran producir
discontinuidades:

X=0
lim /() = 1 - -
dm f) = lim T = 5= 2 lim £ (x)
. _ . _ - _ x—0
S = Gy =D =
X=2

lim f(x) = limGBx-1)=5)
Jim £G) = Jim @2 + 1) = 5 T2 ) =0 =@

Por tanto f(x) es continua en todo R-{0}. En x=0 presenta una discontinuidad de salto infinito,
con una asintota vertical.



Ejercicios pag 191 3b al 3f:

2 slx >0
MM";’+1 six=0
1 sixc =]
O
¢ V41
six=-=1
h.1!.'-I-l
Va2-Va-
"'”m'_x_'.
1
e) fix) = T
) fx) = 20

Soluciones:

b) Dom f = B La funcidn es continuaen x<Oyenx > 0.
Ademds: lim ) = 1; lim fx) =1 = lim {ix) =1 =#0),
luego la funcién es continua en &,

¢) Domf= H Lz funcion es continuaenx < —1yenx > —1,
Mtﬂm )= =1; I[m ()= u=!lm flx), luego la
funtiﬂnesmnmmmﬂ l-11

d) Dom f = {—=, 0] U (0, 2). La funcién es continua en sy
dominia

&) Dom f= H - (0]. La funcidn es continua en su dominio,

f) Dom f = B — (k= k € 1. La funcién es continua en su
dominio

Ejercicios para el martes: Pag 191, €j 4.



[ = XY Estudia para qué valores de @ son continuas
en [1 estas funciones:
ac -3 —ax+2 six<-=1
Q) RA=10 ol 41 o iz =1
1+
1=-x
b) fx)=<@a six= 1
-1+1:‘f:+1
x+1

dx=—1

slx>—1

1+a six=0
In (e’ +0) six>0(a>0)

w4+ =1

d) fix) = = six=0
a six=0

¢ fx

Soluciones:

a) En R — (—1), la funcidn es continua, Estudiamos qué suce-
deenx= -~ 1f~-1)=2-¢
lim fix) = —2a—1; lim fix) = 2 — o, para que la funcion
| LR o=
s@a continua los limites laterales deben coincidir, luego

a= =3,
b} En realidad la funcidn se puede escribir coma:
1 six<—1
a #lx=-—1
fimd =4 _ /
Z242Vx+2 S
x+1
R-1)=a
lim R = =1

0=l

|i|‘|‘|1_ fx) = (—:-] = ﬁmlr 4{1‘"5;21 =4 -
i T 2V +242)
Luegoa =1

d fi=2
fim fxi=2: Hm@iﬂxiﬂlnd.Pamqtmﬁdseamﬁm

p o]

debe ser g = &,

uail

d) HmﬂX]-(—E)=!ﬁﬂx+21=llu¢gnpﬂaquelafunddn
s@a continua, @ = 2,



CLASE DEL MARTES 13-10-10
Ejercicios .-

Ejercicios para el martes: Pag 191, ej 4.

[ = XY Estudia para qué valores de @ son continuas

en [ estas funciones:
ad -3 —ax+2 six<-=1
a) Ay = X-—or+1 six==1
Bl six< -1
1=x
b) fx)=140a six=
— F
l-l-'-.‘_"ﬁ_:-!-l a1
x+1
144 six=0
< fx in(+o) six=>0(a=>0)
el ——“4’1:’" six#0
a six=10
Soluciones:

a) En R — [—1), la funcidn es continua, Estudiamos qué suce-
deenx= -1R-1)=2-@
lim fix) = ~2¢—1;lim fix) = 2 — g, para que la funcion
Poe=i [
s8a continua los limites laterales deben coincidir, luego

a= =3,
b} En realidad la funcidn se puede escribir coma:
1 s x<<—1
a ol x=—]
fird = § _
242Vx+2 S
x+1
R-1)=a

im Rd==1



lif -"{x]-=-{£)-—‘- lim _ﬂk'—!- 2}_'__4 her
(i O T it 4 2)
Luego a = 1

o =2

il_m =2 Hng_ fix) = In o Para que fix} sea continua,

debe ser g = &,

d) lim flx) = (%)“!I_ﬂ‘ll} {2x + 2} = 2, luego para que la funcién

w il
5@3 continua, a = 2.

TEOREMAS ASOCIADOS A LA CONTINUIDAD DE FUNCIONES

TEOREMA SOBRE LA CONSERVACION DEL SIGNO EN UN ENTORNO
Siuna funcion fes continua en &,y &)= 0, entonces existe un entorno de & en que la funcian
tiene el mismo signo gue fa).

A
4 Y4 a—h ,a+h
X £ >
0 B \x
: f
B # N et X —~
a—h 9a+h i

TEOREMA DE ACOTACION
Siuna funcion fes continua en &, entonces existe un entorno de & en gue la
funcion esta acotada.

v A

fla)+ &
fia)

fla) — ¢




TEOREMA DE BOLZANO
5ifes unafuncion continua en el intervalo cerrado [2, 4], v fig) - f0) < 0, existe
al'menos un punto ¢ = (&, 0) tal gue fie) =0,

" Y‘

filb) fr==rmmmmmmmmm———aae

X“

>
Y X fla) Joooo-- Ju/

TEOREMA DE ACOTACION
Siuna funcion fes continua en un intervalo cerrado [&, 5], entonces esta
acotada en (g, 8]

Ejemplo de aplicacién del teorema de Bolzano (MUY IMPORTANTE). Permite resolver por
aproximacioén ecuaciones que no tienen solucién entera.

Ej. Comprobar y resolver con al menos una cifra decimal exacta en el intervalo [-2, -1] la
ecuaciony =x3—2x+1=0.

Primero comprobamos que la funcién f(x) = x3 — 2x + 1 toma valores de distinto signo en
los extremos del intervalo:

f(=2)=(-23*-2(-2)+1=-3
f-D)=(C13-2(-D+1=+2

Programamos la ecuacion en la calculadora y vamos dando valores, acercandonos tanto como
queramos al valor exacto. Podemos poner separados los valores de los extremos y, cada nuevo
valor que damos lo colocamos junto al extremo del signo correspondiente. Tenemos f(-2) y f(-
1) como los dos primeros valores. Calculamos ahora f(-1,5)=0,625. Al ser mayor que O, lo
situamos junto al extremo de -1, dado que salié positivo. Tenemos que seguir buscando la
solucién en el intervalo [-2,-1,5]. Probamos f(-1,7)=-0,513. Al resultar negativo, lo ponemos
junto a -2. Asi podemos seguir consecutivamente, hasta aproximarnos a la solucién cuanto
gueramos. Los valores probados, se han marcado como 59, 69, ...

(12valor) f(=2) = (-2)3-2(-2)+1=-3
(42 valor) f(—1,7) = —0,513

(62 valor)f(—1,65) = —0,192125



(72 valor)f (—1,62) = —0,011528

(82 valor)f(—1,61) = 0,046719
(52 valor)f(—1,6) = 0,104
(32valor)f(—1,5) = 0,625

(22valor) f(-1) = (13 -2(-1D) +1=+2

Por tanto, la solucidn (ya con dos cifras decimales exactas), seria x= -1,61. Podriamos seguir
aproximandonos tanto como quisiéramos a la solucidn real.

CLASE DEL JUEVES 15-10-10
Ejercicios .-

Pag. 196 Ej. 14 (resuelto) Averiguar, con una cifra decimal exacta, cudl es la solucién de la
ecuacién y = x3 — 2x + 1 = 0, comprendida en el intervalo [-2, -1].

Como f(x) es continua en R, por ser polinémica, comprobamos que la funcién f(x) = x3 —
2x + 1 toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo:

f(=2)=(-2*-2(-2)+1=-3
f(-D)=(-1)2-2(-D)+1=+2
Por tanto, podemos aplicar el teorema de Bolzano para resolverla.

Programamos la ecuacion en la calculadora y vamos dando valores, acercandonos tanto como
queramos al valor exacto. Podemos poner separados los valores de los extremos y, cada nuevo
valor que damos lo colocamos junto al extremo que haya dado un resultado del mismo signo.
Tenemos f(-2) y f(-1) como los dos primeros valores. Calculamos ahora f(-1,5)=0,625. Al ser
mayor que 0, lo situamos junto al extremo de -1, dado que también salié positivo. Tenemos
que seguir buscando la solucién en el intervalo [-2,-1,5]. Probamos f(-1,7)=-0,513. Al resultar
negativo, lo ponemos junto a f(-2). Asi podemos seguir consecutivamente, hasta aproximarnos
a la solucién cuanto queramos. Los valores probados, se han marcado como 52, 69, ...

(12valor) f(=2) = (-2)3—-2(-2)+1=-3

(42 valor) f(—1,7) = —0,513



(62 valor)f(—1,65) = —0,192125

(72 valor)f (—1,62) = —0,011528

(82 valor)f(—1,61) = 0,046719
(52 valor)f(—1,6) = 0,104
(32valor)f(—1,5) = 0,625

(22valor) f(-1) = (13 -2(-1D) +1=+2

Por tanto, la solucién seria:
Con una cifra decimal exacta: x=-1,6

Con dos cifras decimales exactas: x=-1,61

Ejemplos:
Pag. 196 ej 10 Resuelve las siguientes cuestiones.

a) Demuestra que existe al menos un numero real para el cual se verifica la ecuacidn
x?>+e*=1-senx

Construimos la funcién f(x) = x? + e* — 1 + senx Esta funcién esta constitutida por 4
sumandos que son, a su vez, funciones continuas y con dominio en todo R; por tanto, f(x)
existe y es continua en todo R.

Observando la funcidén creada, los posibles valores que hagan cambiar de signo la funcién
estaran alrededor de x=0.

Probamos los valores de x=-1y x=1.

0JO: Debemos ser conscientes de que la calculadora habremos de ponerla en el modo
RAD para poder operar conjuntamente funciones trigonométricas con otras.

1
f(-1)= (-1D?+e1-1+sen(-1) = o sen(1rad) = —0,47359

f(1) = (1)?+e'—1+sen(l) =e+sen(1rad) = 3,55975

Por tanto, se cumplen todas las condiciones del teorema de Bolzano y podemos asegurar
que hay al menos una solucién real de la ecuacién x? + e* = 1 — senx. Por otra parte, es



evidente la solucidn, pues los dos miembros de la ecuacidn valen 1 cuando hacemos x=0,
siendo esta la solucidn real de esta ecuacion.

b) Determina un intervalo de longitud 0,1 en el que esté comprendida una solucién de la
ecuacion 2x+1=sen x.

Procedemos igual que en el caso anterior. Hacemos la funciéon f(x) = 2x + 1 — senx.
Como estd constituida por sumandos que son funciones continuas y existen en todo R, f(x)
tiene como dominio todos los numeros reales y es siempre continua. Por tanto, debemos
encontrar valores donde se produzca un cambio de signo de la funcidn para que podamos
encontrar la solucidn de esta ecuacion.

0JO: Igual que en el caso anterior, debemos ser conscientes de que la calculadora
tenemos que ponerla en el modo RAD para poder operar conjuntamente funciones
algebraicas y trigonométricas (2x+ 1y senx).

Como el recorrido de la funcién senx es [-1, +1], la funcidn f(x) planteada se podra anular
en valores pequefos o negativos, no en valores grandes positivos.



Comenzamos por probar x=0: f(0) =2x-0+4+ 1 —sen0 =1
Probamos ahora x=-1: f(—=1) = 2(—=1) + 1 —sen(—1) = —0,15853
Por tanto, podemos comenzar a buscar la solucién en el intervalo [-1, 0]

Probamos ahora x=-0,7. Nos ha resultado mas cercano a la solucién x=-1 que x=0.
Légicamente, suponemos que el resultado debe estar mas préximo al extremo -1 del
intervalo que al origen de coordenadas. Comprobamos nuestra suposicion:

f(=0,7) = 2(—=0,7) + 1 —sen(—0,7) = 0,2442
Es correcto lo que habiamos supuesto. El nuevo intervalo de solucién seria [-1, -0’7].

Probamos ahora x=-0,8: f(—0,8) = 0,1173 = x € [—-1,—0'8]
Probamos ahora x=-0,9: f(—0,9) = —0,01667 = x € [-0,9,—08]

Entonces, hemos alcanzado el intervalo propuesto en el enunciado, ya que el dltimo tiene
la amplitud requerida.

Solucién: x € [—0,9,—0'8]

Como sabemos, podriamos seguir hasta encontrar una solucién tan precisa como
desearamos.

1-cosx .
six+0

Pag 199. Ej 13. Dada la funcidn: f(x) =

a Ssix=0

Calcula el valor del parametro a para que la funcidon tome todos los valores comprendidos
entre f(-1) y f(1).

f(X) es continua en todo R-{0} pues tanto el numerador como el denominador de la
fraccién lo son.

. L . 1-cosx
Debemos hacer que el parametro a coincida con el lim,,_,, Xz

Si hacemos el limite (lo ideal sera resolverlo aplicando la regla de L'Hopital, una vez que
sepamos derivadas) nos da %.

Por tanto, a=1/2.
Ejercicios para mafiana viernes:

Pag 196, 11; Pag 199, 14y 15



CLASE DEL VIERNES 16-10-10
Hemos resuelto hoy en clase los ejercicios siguientes:
Pag 196: Ej 11
Pag 199: Ejs 14y 15
Pag 203 Ej5c.
Propuestos para el lunes: Pag 203 5 ay 5f. Pag 204 6 (a, d, e, f), 7, 13, 15, 22.

Para que tengais mas material de apoyo os pego en las paginas siguientes las soluciones de la
mayoria de los ejercicios del tema, ademas de los arriba indicados:



Cuestiones previas (pagina 186}

1. Calcula los siguientes limites:

4111
ﬂxﬂm1(t-lﬁ1} £

b} lim xe™

F-ys

- a1l
a) im 1—;_“"’ '={1")=

o ]

! ~ar=1 o i

FE

bl fim o™ = 0 =i =0
2. Dada la funcidn:
fixi = :: six>=0
Imni*+1) six=0
a) Calcula su dominio.
b} Calcula fi0) ',rjmz fix).
¢} jComo se comporta la funcidn enx =07
o) Dom F=&
lirn -‘{x}'—l[rr; L

b) Q) =0:Tim A =70 X
aa Iirr:l}_.l‘l',:f!l*alirg_tn{x’-l- 11=0

¢) La furicién es discontinua en x = 0, thene una disconti-
nuidad asintotica.
3. Calcula en qué intervalo de la recta real se cumple que
1
) = 3 donde fix) = x-;— L

Ervel intervalo {—2, 05

Actividades del desarrollo (psginas 187/199)

K B Estudia la continuidad de las siguientes funciones en
los puntos que se indican:

a) fix) = ﬁx},.mx#-:-yen ¥=y

v HH
b} ﬂx}—-ﬁ,mx—ﬂyenx-z.
¢ fixi=d=Inxenx=0yenx=4
B fo) = enx =10,

2
a) Enx= 3 es continua; en x = 1 no-es continua, porgue los

[fmites laterates san distintos.

b) Enx = 0y en x = 2 no existe imagen, por o que oo es
continga,

¢} Enx = 0 noes confinua, puesto gue no es def dominio; en
¥ =4 g5 continua.

d) Mo es continua, puesto que A0} no esta definida.

BT Indica en qué casos s posible salvar |a discontinui-

dad en las funciones de la actividad anterior.

En B) se puede salvar la discontinuidad en el punto x =2

imponiendo A2} = iirrz fix) = =112,

En d) imponiendo R0 = lim fix) = 1.

B W] Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

3 - x
al fix) = T
e six>=0
MM={£’+1 six=0
-} six= =1
am={{—
gix= =1
i+
'F_\,"T
PP bl e
X
1
ﬂm_f“h”‘
g R = n 122
Senx

a) Bom F=H — [1}. Dado que &4 racional, es continua en su
dominio.

b} Dom f = B, La funcidn es continua en x <0y en x = 0.
Ademds: lim fl=1; lim fa=1= lim fix) =1 =0},
luego |a funcién es continua en K.

¢} Domf= R Lafuncion s continuaeny-= — 1 yens > -1
Ademas: IH:I'_I_ fla)==1; ‘I_[fﬁr (¥ =0==3 :il_l:r'rI fx), luego fa
funcién es continuaen @ — [- 1L

d) Dom = [—=, 0] L {0, 2} La funcién &5 continua en su
dominia;

el Dom F= R — {0}. La funcitin es continua en su dominio,

fl Dom f= B — few, k £ . La funcién es continua en su
dominio.

[ = Estudia para qué valores de o son continuas

en [ estas funciones:
ad =3 —ox+2 six<-1
@ =l sz —1
1+--li; six-=<—1
T=x
b fixi={@ : six= 1
-1+1{Fﬂ ﬂx_'_-,_'l
x+1
T+a sin=0
umin{x’+u} slx>=0(a=0)
Lol oot IR
d) flx)= x
a six=0

a) En R — (1], la funcién es continua, Estudiamos que syce-
deerix=—1:f-1)=2-0
Hri’: = —2a— % im flx) = 2 — @, para gue fa funcion
'sé,alwntinua los limites laterales deben colngidir, luego
g= =3

&) En realidad L funcidn se puede escribie comao:

i six=—1
a g x==1
M=y —242Vx+a
e
x+1
A-1}=a

fhon g = —1
f S Tl |



fimn .n‘:xl-(ﬂ)— PR o R
i Of =2 G ayxr2+2)
Luegoa =1

€] figy=2

.F!‘::;: fix} = 2 ‘Iiﬁ fixy = In a. Para que fix) sea continua,

debe sera =,

0
ﬂfﬂm=(E)=Eiﬂ{z‘+ 2} = 2, luego para que la funcitn

sea continua, g = 2,

B B | Clasifica las discontinuidades de la funcidn:

o+

=
ey ¥—1 -
_|FR s sl
fix) = Xax _x=1 2
¥-x ‘st;

Domf=R—{=1,01

Enx= I},‘Ilﬂ fix} = =1, discontinuidad evitable enx = 0.
Eng=— I,‘I_i.m1 fix) = o=, discontinuidad asintticaenx = — 1.
Enx=1, It_r.r: fix) = oo, discontinuidad asintdticaenx = 1.

[ BN Ciasifica las discontinuidades de las funciones de la
actividad 3 de este epigrafe. Cuandao la discontinuidad sea
evitable, calcula el valor que debe asignarse a la funcion
para salvar la discontinuidad,

a) En x = 1, discontinuidad asintdtica,

b) No hay discominuidades.

¢} Enx = —1, discontinuidad de salio,

d) Enx = 0, discontinuidad evitable: si A0) = —I—,_, fes conti-
nua en (—es, 2 22

e} En x = 0, discontinuidad de salto.

f} En x = 0, discontinuidad evitable; 51 0} = 0, fes continua
en x = 0. Las otras discontinuidades son asintdticas.
X=x-b
B B [P0 Dada la funcién fix) = P s averigua
ay b sabiendo que en x = 2 la funcidn presenta una discon-
tinuidad evitable. A continuacion, calcula y clasifica las de-
mas discontinuidades.

Sila discontinuidad es evitable en x = 2, entonces el limite de
la funcién cuando x tiende a 2 es del tipo g)
P-24b=0=b=-2 :

2- P =g:2 -2 p=0=a=3

Do F= R~ {u,z, —%}

S o SR v ) R | ;
e I AR —3x Ax-Det Y 14 meya seha
dicho, discontinuidad evitable en x = 2,

(x—=2)x+ 1) g 3
i Iy = en x = 0, discontinuidad asintdtica.
x—2Hx+1) e, s 2
J ‘lrl_'hl_J ST o Bl X = 3 discantinuidad asin-
titica.

B e Razona si la funcidn fix) = tg » tlene algun
cero en un punto interior del intervalo cerrado [0, =],

Nose puade asegurar gue tenga alglin cero, ya que en x = ;
la funcidn no es continua y—: £ [0, =L

El BT Precisa hasta las centésimas Ia solucién del ejemplo

14 del libro del alumno.
X = =167

| Resuedve las siguientes cuestiones:
4) Demuestra que al menos existe un nimero real para el
cual se verifica la ecuacién x’ + " =1 — senx,

b) Determina un intervalo de longitud 0,1 en el que esté
comprendida una solucién de fa ecuacién Zx + 1 = senx.
al i =+ — T+senx
La funcidn es continua en B y 1) - A—1) = 0; por lo tanto,
hay un valor entre —1 y 1 para el cual fix) se anula, lo que
quiere decir gue se verifica la ecuacion dada.
b} fix) = Zx + 1 — sen x Esuna funcién continua.
fi-09) = —0,0167
i—-0.8 = 01174
En el intervalo (—0.9, —0.8) fa funcidn seanula, lo que
quiere decir que la ecuacidn 2x + 1 = sen x tene soluckin
en el intervalo (-0,9, —0,8),

B (s ecuacion (x+ 11" "= 5 tiene una solucién en el
intervalo [3, 4). Hallala con dos cifras decimales exactas.
{La funcién fix) = (x + 1)"" es continuaen @'.)

fix) = x = 1)"" — 5, continuaen B*,

fi3,117) = —0,0031

fi3.118) = 0,0005

La solucidn es x = 3,12,

B Sea funa funcitn que toma todos los valores com-
prendidos entre fa) y fib). ;Significa esto que la funcidn es
continua en [a, b]? Para reflexionar sobre esta pregunta,
ayldate de una representacion grifica.
Mo necesariamente.
Por ejemiplo, la funcidn:

X Sil=x<1
m"[x—l sit=a=2
Torna todos los valores comprendidas entre £0) = 0y £2) = 1,
¥y sin embargo tiene una discontinuidad de salto en x = 1, por
ko que no es continua en [0, 21

s ] Dada la siguiente funcién:
1~cosx
) = —.\’1 six0
a six=0

Calcula el valor del parametro a para que la funcidn tome
todos los valores comprendidos entre fl—1) y 7).
Come s2 ha visto en los efercicios resueltos de la unidad 7, en
€l apartado de infinitésimos podemos escribir:
lim L C08x [0} . x/2 1
X op e =il :

ek =

[}] x
1
Portanto fid) = 7

B] Sea f una funcidn acotada en el intervalo [a, b).
5ignifica esto que fes continua en [a. b]? Ayidate de una
representaclin grafica,

No necesariamente, Sirve de ejemplo la misma funcidn que
en la actividad 12. La funcidn esta acotada en [0, 2], y; sin em-
bargo, no es continua.

W] si fes una funcion acotada en [a, b] y no es continua
en dicho intervale, jqué tipo de discontinuidades puede
presentar en [a, b]7

Discominuidades evitables, de salto o esenciales no asintéticas.

8. Contincican @



E B Estudia la continuidad de las siguientes funciones
y clasifica sus discontinuidades:

-

3" six=2
a) fix)=1 2
Py slx=>32
x—1 six<71
b) fix} =% 1.2 slrg=1
| (=041 sixs
142" six«<0
el ms B TP R
Wnk—1 six<0
d) i) =1 ly-3
Tt six=0
| =2
XoXo2 dxeco
ol fixi=f
s six=0
L =1
- e
X
fl Axi=1 1 siy=10
M gix =0
20x

.

aj Para x< 2 la funcidn es continua, puesto gue es una expo-
nencial,

Para x = 2, la funcidn es continua, puesto que es racional
y definida para todo valor real, excepto 2 ¥ —2 que no
pertenecen & dominio de definicidn.

Obsérvess gue enx = 2, f{2) = 9, pero:

m Flap= bm_ 3" =9

X A
Ly il P L

Por tanto, f thene en x = 2 una discontinuidad esendial,
£0n una asintota vertical por la derecha.

&) Para x = 1, |a funcidn es palinomica, por ko que €5 continua,
Para x = T, la funcion es pofindmica, por lo que es continua.
=112

im = lim (x—1)=0

=R Ho fig
fim_ £ = fim_{==17 + =1 5



La furcitn &5 continua en x = O si “r."a fix) = Fo)

tuego debe ser b = 5. El parametro o puede tomar cual-
fquler valar real,

eldfl-l)==n

.liml_f{ﬂ* =g lim flx) ==

Para que el limite exista, los limites laterales deben coin-

cidir:

l=g=w = a=m+1

Entances, E"L ) = Ff= )=,

Luego la funcion es continuaenx = sia == + 1.
fl SF=4

4 =
im ) =4 lim, ) = =2
el -

Para que el limite exista, el limite lateral por fa derecha en
x = 2 debe existir, Para que esto sea asl, el numerador
(¥ — 6} = (r — Valix + Va) debe tener una ralzx = 2, o5
decliVa=2=g=4
i A = 2
o, gy = E =D
s ¥—32
Por tanto, Er!:f{x! =fii=4sia=4
gl Enx =000 = —a
lim {ox* + b) = bylim i(x = al = g, por lo que si
b= —a flxles contlnua enx = 0
Enx=1fl=0+b

lim (x—al=1 ﬁqyl_l.n;nl(J—‘:+b)=a+ b, por lo gue si

1—a=g+b figescontinua en x = 1,

: HTg . a= —h i =
Rm!hﬂlﬁQE|SIStE1‘ﬂa[‘_a=a+b.—bﬂ—hh——'l
Bl Enx=10,f0) = 1
i
lim fix)=fim — =1
Ama fay =T=a+b

lim_ fix) = lim, (gcosx+b) =a+b
Enxs=m flm)= =g+ b

fim f) = —a+ b

LT

lim fix} = —am

Resalviendo e sisterma:
{1 =a+b

= —-a+b=-gxw

1

a+h==—gw

4 obtiene:

Bl B [N Halla a sabiendo que i [0, +=) — & es conti-

nua en [0, +e):
X Vax si0=xsg
= -
L_}: ij;\a
x=4
Estudiaramos la funcién en x = 8,
1) 38 =Vea

lim_fix) = lim Vax=\3a

2} i
‘irlg+ fx) = lim X -3

ﬂﬂ:\r‘fﬁ:a-‘f&

bt oy —4

B B [BNH Calcula los valores de ay b para que la siguien-

te funcion sea continua para todo valor de x;

3x+2 slx<0
fix)= (%" +20cosx si0=x<n
ax’ + b Sim=N
Eng=0
13 A0 =2a

fim ) = lim_ (3x + 2)=2
2 | tim, ) = B+ 2acosq =20 2T 2@

Enx=m
Vafkml=an tb
| dim_flx) = 7 ~ 20
l’ﬂ M_aﬂj_b:ﬁﬂ=—b—2=&b——2
=2 a4+ 1
| | fa S T e R
mfl:arku a para que fix) 57 Toxg g onge
&n ¥ = —— una discontinuidad evitable. Estudia si presenta
otra discontinuidad y clasificala,
=" o +] 1 , AR
o = o 1e g tiene en x = 5 unz discontinuidad

evitable Puesto que fes una funcion racional, —; 25 Una ralz
de los polinarmios del numerador y del denominador,
En efecto, para &l denominadon
A=12F + S{-NB+2=01/2) - (S +2=~-2+2=0
Para &l numerador;

A=W +al-1P+1=0=a=1

—c i+
Sig=1,flx) 21?--'-*;;—;—2-

Dom =1 - { -2, ——1—]

2]
Por ser f-una funcin racional, es continua en su dominio,
Enx = =2, lim_fix) =, luego la discontinuidad es asintéitica,

. nil+x e
- Sea fix) = ;ﬁum funcion gue tiene

en x = —1 una discontinuidad evitable. Averigua el valor
del pardmetro a.

Como la discontinuidad es evitable, el limite debe existir en
x = - 1. Dado que &l numerador se anula &n este punto, =l
denaminador debe anularse también, es decir, =1 debe ser
una raizdex? 4 ax + 20

Portanto; (— 17 +at=1) + 2a =0 =d= —1

B Sea una funcion 1zl que fix) = fla}, ¥x = E%a, &),
con &= 0, Justifica si esto asegura que Fes una funcidn con-
tinuaenx = a.

S5l wna funcidn f es continua en g, entonces existe un entorno
de a en el que la funcidn estd acotads, inferior y superior
mente. Pero que exista una cota inferior de £ en un entorno
de g, fia), no implica que fa funcidn sea continua en a, Ohsés-
vese |a figura:

3

fic)




[B Bl A partir del teorema de acotacidn, razona si la

siguiente afirmacién es correcta: «5i f no es una funcion
continua en x = @, entonces no existe un entorno de a,
E{a, &), en que la funcidn esté acotada.s

La negacion de la hipatesis del teorema de acotacidn no con-
duce a la negacion de la conclusion. Solo se puede asegurar
que si una funcidn no estd acotada en un entormo de un
punto, entonces no es continua en dicho punto.

Una funcién puede no ser continua en a, y estar acotada en
un entorno de g, Obsérvese la figura del ejercicio anterior.

Continuidad de una funddn en un intervalo
[E BN Estudia la continuidad de las siguientes funciones en

@/ intervalo que se indica:

1
- lx=1
al fix) =1 x i en (0, 1)y (0, 1]
2-5 sxz=
o= =1 ,
B =] x-1 X< o3
In [~ 1) Six=2
CO5 X sia~0
Z.l.- 1
Q=i =1 Gz imd
&
dn={1=27 "*°% eni-r,0
X=2x six=0

al En el intervalo {0, 1), Fix} es una funcion racional, cuyo de-
nominador no se anula en dicho intervalo. Por tanto, f es
continuaen (0, T}
En 2l intervalo [0, 1] debe cumplirse, ademds:
Jim fod=£0y  y  lim fhd = A1)
Pero {0} no existe, por o que la funcion no es continua en
0, 1%

b) Para x= 2. |la funcién es racional y su denominador se
anula en x = 1; por tanto, no es continua en x = 1, Pussto
que 1 £ [0, 3], podemes asegurar gue fno es continua en
dicho intervalo.

¢) En[—m O, flx) = cos ¥, es continua.
Para que fix) sea continua en | -, 0] debe cumplirse que:
..Enlv fy=f-wk ¥ x""f.? fix) = KO}
fl==) = cosl—%) = =1 ﬂl'liim|' fix)
fig) = =1, perofim f{x} = lim_cosx =1+ —1
Por tanto, fa funcidn nio es continua en [—w, 0],

d) flx) = l—_lz-l-u_- o5 continua para todos los valores, excepta

el 0; por tanko, F es continua en el intervalo (—1, Q)
Vearnos si loas en el intervalo [—1,0):
fi-1=2= !im1_ Tix)
i

1
Todr

En consecuencia, f no es continuaen (=1, 0}
Bl La funcion fix) =1g x — xtiene un cero en x = 0. Por
otro lade, fiz) = =2 <0y fl—=w) = w > 0. ;Significa esto
gue fix) es continua en [=m, w]7 Razona tu respuesta,

El teorema de Bolzano afirma que si una funcidn es continua
en un intervalo cerrade y en sus extremos las imdgenes
tienen diferente signo, entonces la funcion tiene un cero en
el intervalo abierta.

i) = 0, pero -Iifg fix) —!m-‘;

Pero si la funciGn tiene un cerg en |, ), queé es x = U, esto
nio implica que sea continua en {—, ], aungue fim) <0y
fi-m=0

” s i ™
Concretamente, esta funcién es discontinua en ¥ = s

T
yi= 5 gue son puntos de [, 7.
= Enuncia el teorema de Bolzano. Caleula, con
un error menor de una décima, una ralz positiva del poli-
nomiox* +x—1,
Fix] =o' + x — 1 esuna funcion polindmica, y por tanto, con-
tinua en su dominio. Puesto que fiB) = =1 y f{1] = 1, ftene
una ralz en el intervalo [0, 1].
Coma f{06) = —0,184 y f(0,7) = 0,043, » = 0.6 &5 una raiz po-
sitiva con un error mener de una décima.
§i pidieran la solucién con una cifra decimal exacta deberfa-
M5 seguir y precisar con un error menar gue la mitad de
una déclma,
Coma FI068) < 0y M069) = 0, |a solucidn con una cifra deci-
mal exactaesx = 0,7.

B[] Demuestra que la funcidn fix) = x° — x* — 2xtiens un
cero en &l intervalo [1, 31

flx) = x* — x* — Zx &5 una funcidn polindmica, continua
en [1, 3]

fl1) = — 2= 0y F3) = 12 = 0, por o que se cumplen las hipo-
tesis del tearema de Bolzano, Existe unvalor ¢ £ (1, 3] tal que
Fic) =10

WD Dada la ecuacion ax” + bx’ + ¢x + d = 0, ;podemos
asegurar que existe, al menos, una solucion real?

flx) = ax® + bx? + cx + des una funcion polinémica, con-
tinua en .

Dado que fim fix] y lim 1¥}) son infinitos, pero de signo con-
trario, podemos deducir gue forzosamente en algun punto la
curva f corta el eje de abscisas va que la funcitin cambia de
signo, existiendo por lo menos un cer de la funcidn, es declr,
un valer c £ R tal que fle) = 0,

BT Demuestra que toda funcidn polindmica de tercer
grado tiene, como minimo, una raiz real.

Supongamos a, = 0, entonces:

lim (g5 + a1 =g, x+a)= —va

lim g, e’ T oy xrd) =t

Entonces &5 posible determinar dos ndmeros, ay & a < b ta-
les que en el intervalo [a, b] se cumpla que fla) - b} < 0.
Cormd una fundidn polindmica es continua en cualguier inter-
valo [a; ] de B, apllicando el tearema de Bolzano existe al
menas un valor ¢ € (g, b] tal gue Fc) = 0.

B ] [¥Xf] 5ea la funcidn fouyo dominioes B, sifl0) <0y

fi3) = 0, jpodemos asegurar gue en el intervalo (0, 3) existe
un cero de la funcion? Razona tu respuesta.

Mo es posible afirmarlo, puesta que a partir de los datos da-
dosen & enunciade no se conoce st es continua en [0, 3], .
en consecuencia, no estamos en condiciones de aplicar el
teorema de Bolzano.

BT Seafuna funcién definida en [a, b], continuaenx=a
¥ enx = b, y tal gue fia) - flb) = 0. j5e puede aplicar a esta
funcidn el teorema de Bolzano?

La continuidad de una funcién en los extremos de un inteérva-
la [4. b} no Implica que la funcidn sea continua en [g, b, por
lo que no estamos en condiciones de aplicar el tearema de
Bolzano.

& rrnvinuidacd m



B BT [EXE justifica que la funcion gix) = -?-x+ sen X se
L

anula en dos puntos del intervalo [0, @]. Calcula estos dos

puntas.

glx) 3 una funcidn continua en {0, 7} y se cumple que g{ﬂ}' =0

ygin) = -2

Par tanto, en [0, w), en x = O la funcion gix] se anuls. Ahora se

busea un punto interor del Intervalo envque glx) » 0:

2 . 2 !
¥ + sen x =0, pov ejemplo six = % se verifica gue

—1 1 1
3 4 St = 0, Por el teorermna de Bolzano, existe
w 2z 7 T
= | nde = 1 R V]
cf:(ﬁ.-n), donde gic) I:Lﬂx i 3 o

gm}=nyy{§)=o.

B D Enuncia el teorema de Bolzano y determina si

el polinomio ¥' — 4" — 1 tiene alguna raiz real negativa.
fi=5) = 5240y ROl = -1<0

Dado que la fundidn es continua y {51 fi0) < 0, existe
~ 5= = Qralquefic = 0.

E E Enuncia el tearema de Bolzano y utilizalo para

demostrar que la ecuacin ° + x* — 7x + 1 = 0 tiene una
solucién en el intervalo [0, 1],

Construimas ka funcidn polingmicafix) =« + &'~ Tx + 1=0
A= 1y f1) = —4

Cado que lafunddn es continuay AD) - 1)< D existe 0 = ¢ 1
tal gue fe) = 0.

(| Sea f una funcién continua en [=1, 1], donde
fi—1) = 5 y fi1) = 10. Demuestra gue existe algin nimers
rgal, c = (=1, 1), tal que fic) = 7.

Construimos fa funcién fiix) = fix) — 7.

Esta funcidn es continua en [~ 1, 1], puesto que es una sumsa
ge funciones continuas,

A=) G e

HTY =W —7>0

Par tanto, [a funcidn h cumple las hipotesis del teorema de
Bolzano; luego existe al menos un ¢ & (-1, 1) tal que hic) = G,
esto s, flg) — 7 = 0 es decir, fic) = 7.

o Demuestra que existe al menos un nimero
real, x, para el que se verificasenx = x — 2.

La funciin glx) = sen x -~ &+ 2 &5 una funcidn continua
Dado gue gl2) = 0,91 y gi3} = 0,86, la funcion gix) cumple
las hipdtesis del teorema de Bokzano en el intervala (2, 3], por
o que existe al menos un valon ¢ 2 < ¢ < 3 en el que iz} =0,
es dedir, para el que se cumple gue sent =c — 2.

[ | Demuestra que las grificas de las funcicnes
flxj = &'y gilx) = 1/x se cortan en un puntox = 0,

1
Construbmos la funcian hixl = & — — Sudominio es [t — (04,
y para x = 0, fa funcidn es continua, %
Six =172, entonces M1/2)< Oy six= ), entonces K{1) =0,
Aplicandc Bokzano, existe un valor ¢ (172, Then que bic) =0,

/ 1
&g decin 8t = —.
x

. Prizeba que ¥ = cos x tiene solucién positiva.
Sea flx) = cos x — x Bsuna funcion continua en K.

flo) = 120 yfla/2) = —1 =0, Por tanto, en &l intervalo
{0, 7/ 2) existe, al menos, un valor en el que se anula la funcitn

Rl estoes x = cos x

B El] [PNY Demuestra que x cos X + 5en 5 = | tiene algu-

na solucian real.

Seala funcion fix) = xcos s + seny — 1.

Es continua en [k pues es la suma de un producta de fune
ciones continuas.

Ademds. fi—%) = w — 10,y F0) = —T1=0.

For el teorema de Bolzano se sabe gue existe al menos un valor
£ & (—m,0) al que fic) = 0, estoes, ccose +sene—1=0,
esdecir, ¢ cos ¢ — sen ¢ = 1, Por tanto, ¢ o5 solucion de la
eouacion.

2o ] Prueba gue la ecuacion x* = 2" tiene dos solu-

ciones reales. Aproximalas con una cifra decimal exacta.
Seais funcien fix) = x" — 2%

Es una funcion continua, pues €5 una diferencia de fundones
continuas,

FiT = =1 y2) = 4 por lo que en el intervale [1, 21, fes con-
tinua y £{1)-f{2) = 0. Entonces, por el teorema de Bolzang,
existeal menos un valor cen (1, 2) tal que fle) = 0.
Calculamos el signo de las Imdgenes de ' 1,1; 1.2 ...; 1.9
Observamos gues

f11.3) = -0.26y f{1.4) = 0,10, por lo que la funcidn tiene al
menos un cero en el intervalo (1,3, 1.4

Yolvemnas a subdividir ef intervalo y se obtiene el cambio de
signo en el intervalo (1,37, 1,38, por lo que una solucion de
la ecuacién k' = 2° con una cifra decimal exacta es 1.4,
Ademds, (9 = 217 y F{10) = =34, por lo gue f es continua
en el intervalo 19, 101 y {9 - F{10} < D. Entonices, por el teone-
ma de Bolzano, existe al menos un valor, ¢, en (5, 10) tal que
flo) =10

Frocediendo de forma andloga a como se hizo en la solucion
anterior, se determina quex = 9.9 ex una solucidn de la ecua-
cidnx® = 2" con una cifra decimal exacta.

B B Sealafuncién fix) = x' —x - 3,

a) Razona por qué su grafica corta en dos puntos el aje X.
) Averigua, con una cifra decimal exacta, para qué valor
cE R esfic)=0.

a) Representamos las graficas de fas funciones y = «* e
y=x+3

Se observa gue se cortan en des puntos; luegox’ —x -3=10
para dos valares reales de x. Por tanto, la grafica de fix) corta
en dos puntos al ¢je de abscisas.

b} K1) = =3=<4
f{2) =110
Subdividimaos el intervalo v el camblo de signe se produce
en{l4 1.5
Valvemos a subdividir el intervalo y &l cambio de signo se
produce en (1,45, 1,46), por lo gue flr) = Den ¢ = 1.5 ¢on
una cifra decimal exacta.



PREGUNTA DE CLASE N2 2 — LIMITES Y CONTINUIDAD
22 BTO C-T —IES TRASSIERRA - CORDOBA

Nombre: Fecha: 19-10-2009

1.- Estudia la continuidad de la funcidn siguiente en el intervalo [-2, 5]. Indica los tipos de
discontinuidades si las hubiera:

f(x)z{\/‘l'—xz si x<0

In5—-x) si x>0

N ;
2.- ¢Qué valor debe tomar el parametro a en la funcion f(x) = {1 (4 x) st X 5 8 para
nfa—x) si x

que sea continua en [-2, 2]?



